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NUMERICAL SOLUTION OF THE EQUATIONS OF KOHN-SHAM FOR THE LINEAR 
MOLECULES CO2 
 
Интенсивные исследования свойств материалов и путей их модификации с целью 
максимального удовлетворения растущих требований современных промышленных 
технологий требуют постоянного развития численных методов и комплексов программ для 
моделирования этих свойств. А это значит, что всестороннее исследование новых численных 
методов решения уравнений Кона-Шема [1] является актуальным. 
Целью настоящих исследований является теоретическое исследование решения 
уравнений Кона-Шема для легких трехатомных молекул. 
Уравнение КШ описывает систему невзаимодействующих друг с другом квазичастиц 
с энергией i , находящихся во внешнем потенциале  effV r . Потенциал  effV r выбирается 
так, чтобы электронная плотность квазичастиц ( )n r  была та же, что и у электронов в 
молекуле. Поэтому для нее имеет место условие нормировки 
∫ 𝑛(𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑁𝑒𝑚            (1) 
и функционал кинетической энергии для этих квазичастиц ][nTe имеет вид: 
𝑇𝑒[𝑛] = ∑ 𝜀𝑗
𝑁𝑒𝑚
𝑗 − ∫ 𝑉𝑒𝑓𝑓(𝑟)𝑛(𝑟)𝑑𝑟      (2) 
Конечно, функционал энергии невзаимодействующих квазичастиц ][nTe  может 
несколько отличаться от кинетической энергии электронов [ ( )]ST n r , но эту разницу следует 
объединить с неизвестным функционалом [ ( )]XCE n r . 
Эта кинетическая энергия позволяет получить полную энергию атома в виде: 
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При этом для обменно-корреляционной энергии ][nExc Лангретом и Педью в работе [2] 
получено выражение: 
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Неизвестная функция ),( rrh

 может быть выражена через парную корреляционную 
функцию [3], вычисление которой может быть осуществлено только для простейших систем. 
Очевидно, что сама попытка применения схемы КШ, как инструмента для решения 
много частичного уравнения, имеет смысл, только если возможны явные приближения для 
функционала обменно-корреляционной энергии xcE . 
Для решения уравнения Кона-Шема для линейных трехатомных молекул 
предлагается ввести понятие псевдоатомов и благодаря этому проводится обобщение 
локального функционала электронной плотности обменно-корреляционной энергии на 
многоатомные молекулы. 
Если ввести цилиндрическую систему координат, то для линейной молекулы CO2 
можно от трехмерного уравненияКШ перейти к двухмерному.  
При этом для псевдоатомов, с ядрами в точках𝑧 = ±
|?⃗⃗?|
2
, имеем электронные плотности 
𝜂𝑂1(𝑟, 𝑧) и𝜂𝑂2(𝑟, 𝑧), определяемые выражениями: 
𝜂𝑂1(𝑟, 𝑧) = 𝜌(𝑟, 𝑧) ∙ exp (−𝑎5𝑂 ∙ (𝑟
2 + (𝑧 +
|?⃗⃗?|
2
)
2
)) ,
𝜂𝑂2(𝑟, 𝑧) = 𝜌(𝑟, 𝑧) ∙ exp (−𝑎5𝑂 ∙ (𝑟
2 + (𝑧 −
|?⃗⃗?|
2
)
2
)) ,
    (5) 
Здесь введено обозначение𝜌(𝑟, 𝑧) для молекулярной плотности электронов, которая 
получается из𝑛(𝑟) усреднением по углу𝜑. 
Очевидно, что функция 𝜂𝑂1(𝑟, 𝑧) описывает электронную плотность псевдоатома 
кислорода, центрированного в точке𝑟 = 0, 𝑧 = −?⃗?/2 и получается из молекулярной 
электронной плотности 𝜌(𝑟, 𝑧) с учетом вероятности того, что электрон в точке (𝑟, 𝑧) 
принадлежит к псевдоатому O. Максимум этой вероятности равен 1 и достигается в точке 
(0, −?⃗?/2). Как и раньше введем граничные значения rmи zm, за пределами которых можно 
считать, что электронная плотность псевдоатома кислорода обратилась в ноль. 
Аналогично, функция 𝜂𝐶(𝑟, 𝑧) описывает электронную плотность псевдоатома 
углерода, центрированного в точкеr=0, z=0 и получается из молекулярной электронной 
плотности𝜌(𝑟, 𝑧) с учетом вероятности того, что электрон в точке (𝑟, 𝑧) принадлежит к 
псевдоатому С. Максимум этой вероятности равен 1 и достигается в точке (0,0). Как и 
раньше введем граничные значения rmи zm, за пределами которых можно считать, что 
электронная плотность псевдоатома углерода обратилась в ноль. 
Введение псевдоатомов позволяет получить для 𝜀𝑘𝑐[𝜌] приближенное выражение: 
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а 𝛽(𝑟, 𝑧) имеет вид: 
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Функция 𝐹(𝑟) берется в виде: 
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Здесь 
1 1
3 3(3+ )( 1) , (3+ )( 1) ,O eO eO eO C eC eC eCk N N N k N N N     а функция F(r) в 
приближении МЛП берется такой же, как в работе [4] 
Вычисляя вариацию функционала полной энергии по электронной плотности 𝜌(𝑟) и 
приравнивая её к нулю, получим выражение для приближенного молекулярного потенциала 
( )mV r : 
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ).m e xca xcb har em em slV r V r V x V x V r N N V r         (9) 
Здесь 𝑉𝑒(𝑟) – потенциал притяжения электронов к покоящимся ядрам в молекуле: 
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 выражение для потенциала 𝑉ℎ𝑎𝑟(𝑟) имеет обычный вид: 
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Здесь сферический заряд 
( )hq r  даётся формулой:  
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Дополнительный потенциал 
( )hdV r  определяется формулой: 
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Потенциал перераспределённого обменно-корреляционного заряда, задаётся 
формулой:  
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а потенциал Слэтера имеет вид: 
1
3( ) ( , ) ( , )slV r r z r z              (15) 
Как видно из результатов,полученных в [3], приближение МЛП в настоящее время 
является одним из самых точных как для атомов так и для молекул. Кроме того это 
приближение имеет и ряд методологических преимуществ. 
Во-первых, части обменно-корреляционного потенциала имеют ясный физический 
смысл: первая часть описывает потенциал усредненного самодействия, вторая часть 
описывает аппроксимацию потенциала усредненной по сфере "кулоновской" дырки и третья 
часть описывает усредненную разность потенциала "дырки Ферми" и потенциала 
усредненного самодействия. 
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Во-вторых, наличие множителя ( 1)e eN N для атома водорода, у которого 1eN  , 
приводит к точной компенсации обменно-корреляционного и кулоновского интеграла как и 
должно быть в точной теории. При этом полная энергия атома водорода в нерелятивистском 
случае равняется -0,5 Хартри.  
В-третьих, как для атомного, так и для молекулярного потенциалов получается 
правильная асимптотическая зависимость от расстояния. При этом удалившийся далеко от 
ядра атома электрон находится в поле потенциала 1 ,r  а удалившийся далеко от центра 
молекулы электрон – в поле потенциала 1 2
( )
( )
ea eb
ea eb
N r N r
N N
 

. 
В-четвертых, в рамках этого приближения обменно-корреляционный потенциал 
является локальным как это и требуется в рамках теоремы Хоэнберга-Кона.  
В-пятых, его применение для расчета энергии последнего занятого уровня в атоме 
позволяет с высокой точностью получить энергию ионизации атома, как это и должно быть 
для очень точных обменно-корреляционных потенциалов в атоме. Это справедливо для всех 
атомов и ионов с числом электронов 3eN  . 
Полученные закономерности требуют дополнительных исследований, результаты 
которых будут представлены в следующих публикациях. 
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